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Entropie topologique des applications
me´romorphes
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Laboratoire Emile Picard, UMR 5580, Universite´ Paul Sabatier, 118 route de Narbonne,
31062 Toulouse Cedex 04, France
(e-mail: guedj@picard.ups-tlse.fr)
(Received 27 September 2004 and accepted in revised form 26 March 2005)
Re´sume´. Nous montrons que l’entropie topologique des applications me´romorphes n’est
pas un invariant bime´romorphe. Cela fournit un contre-exemple a` une conjecture de
Friedland. Nous proposons une version raffine´e de cette conjecture.
0. Introduction
Soit X une varie´te´ ka¨hlerienne compacte connexe et f : X → X un endomorphisme
holomorphe. Il re´sulte des travaux de Gromov [Gr77] et Yomdin [Y87] que l’entropie
topologique de f est donne´e par htop(f ) = log r(f ), ou` r(f ) de´signe le rayon spectral de
l’action line´aire induite par f sur la cohomologie, f ∗ : H •(X) → H •(X).
Lorsque f : X → X est seulement me´romorphe, il a e´te´ conjecture´ par Friedland
[Fr91] qu’une telle e´galite´ subsiste si l’on remplace r(f ) par un rayon spectral
asymptotique (note´ plus loin λ(f ) = max λj (f )).
Il faut cependant pre´ciser la de´finition de l’entropie topologique (l’application f
n’est pas continue aux points d’inde´termination). Nous en proposons dans la §1 deux
de´finitions naturelles dont nous montrons qu’elles coincident toujours (Lemme 1.1) et
conduisent a` une notion d’entropie topologique qui n’est malheureusement pas invariante
par conjugaison bime´romorphe (Exemple 1.4).
Nous introduisons dans la §2 les degre´s dynamiques de l’application f . Ceux-ci
sont invariants par conjugaison bime´romorphe et donnent une majoration de l’entropie
topologique (The´ore`me 2.2)
htop(f ) ≤ max
1≤j≤k
log λj (f ).
La non-invariance de htop(·) sous conjugaison bime´romorphe montre qu’il ne peut pas y
avoir toujours e´galite´, contredisant ainsi la conjecture de Friedland.
On peut espe´rer minorer l’entropie topologique via le principe variationnel que nous
rappelons dans la §3. Nous pensons que la conjecture de Friedland est vraie lorsque les
degre´s dynamiques λj (f ) sont deux a` deux distincts et nous en proposons une version tre`s
pre´cise sous cette hypothe`se.
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1. Entropie topologique
Soit X une varie´te´ ka¨hlerienne compacte connexe munie d’une forme de Ka¨hler ω.
On notera d la distance associe´e a` ω. Quitte a` dilater ω, on peut toujours supposer que
d ≤ 1 sur X × X.
Soit f : X → X une application me´romorphe dominante, i.e. dont le jacobien
ne s’annule pas identiquement. Nous noterons If l’ensemble d’inde´termination de f
(l’ensemble des points en lesquels f n’est pas holomorphe) ; c’est un sous-ensemble
analytique de X de codimension ≥2.
Nous souhaitons de´finir et e´tudier l’entropie topologique de f . Lorsque If = ∅, f est
en particulier continue et on peut prendre n’importe laquelle des de´finitions e´quivalentes
usuelles de l’entropie d’un endomorphisme continu d’un espace me´trique compact (voir,
e.g., [KH95]). Supposons a` pre´sent If = ∅. On peut de´cider de travailler sur le plus
grand ensemble totalement invariant (non compact) qui e´vite les points d’inde´termination
et utiliser la de´finition de Bowen [Bo73] de l’entropie topologique. C’est le point de vue
adopte´ dans [G03], ou` l’on pose
f := X
∖⋃
n∈Z
f n(If ),
et
hBowtop (f ) := sup
ε>0
lim sup
N→+∞
1
N
log max{F/F(N, ε)-se´pare´ dans f }.
Rappelons qu’un ensemble F est dit (N, ε)-se´pare´ si dN(x, y) ≥ ε, pour tout couple de
points distincts (x, y) de F , ou` dN(x, y) := max0≤j≤N−1 d(f j (x), f j (y)).
Une approche alternative, dans l’esprit de Gromov [Gr77], est de conside´rer l’entropie
du graphe ite´re´ de f . Posons
∞f := {xˆ = (xn)n∈N ∈ Nf /xn = f n(x0) pour tout n ∈ N}.
L’espace XN est compact pour la topologie produit. Celle-ci est me´trisable, on peut
par exemple conside´rer la distance d∞(xˆ, yˆ) = maxn∈N 2−nd(xn, yn). Le graphe infini
∞f est un compact de XN sur lequel agit naturellement (et continuˆment) le de´calage a`
gauche fˆ , e´tendant l’action de f sur X. On pose alors
hGrtop(f ) := htop(fˆ ).
C’est la de´finition adopte´e par Friedland dans [Fr91].
On ve´rifie aise´ment que ces de´finitions ne de´pendent pas de la distance choisie sur X.
Elles sont en fait e´quivalentes :
LEMME 1.1. hGrtop(f ) = hBowtop (f ).
De´monstration. Soit S un ensemble (N, ε)-se´pare´ dans f . Soit π : ∞f → X la
projection sur le premier facteur et Sˆ = π−1(S). Pour xˆ ∈ Sˆ, on note x = π(xˆ) l’e´le´ment
de S correspondant. Comme d∞(fˆ j xˆ, fˆ j yˆ) ≥ d(f jx, f j y), l’ensemble Sˆ est (N, ε)-
se´pare´ dans ∞f . On en de´duit hBowtop (f ) ≤ hGrtop(f ).
Re´ciproquement soit Sˆ un ensemble (N, ε)-se´pare´ dans ∞f . Comme Nf est dense
dans ∞f , on peut bouger le´ge`rement les points de Sˆ pour obtenir un ensemble S˜ de meˆme
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cardinal que Sˆ dont les points sont (N, ε/2)-se´pare´s et se trouvent dans Nf . Observons que
si d∞(xˆ, yˆ) ≥ ε/2, alors d∞(xˆ, yˆ) = 2−nd(xn, yn) pour un indice n ≤ M(ε) = ε/2 log 2
(rappelons que l’on a suppose´ d(·, ·) ≤ 1). Soit (xˆ, yˆ) un couple de points distincts de S˜.
On note x = π(xˆ), y = π(yˆ). Alors
max
0≤j≤N+M(ε)−1
d(f j (x), f j (y)) ≥ max
0≤j≤N−1
max
0≤n≤M(ε)
2−nd(f jxn, f jyn)
= max
0≤j≤N−1
d∞(fˆ j xˆ, fˆ j yˆ)
≥ ε/2,
donc S = π(S˜) est (N +M(ε), ε/2)-se´pare´ dans f et a meˆme cardinal que Sˆ. Il s’ensuit
hGrtop(f ) ≤ hBowtop (f ). 
Remarque 1.2. Il est tentant de vouloir conside´rer l’ensemble
˜∞f := {xˆ = (xn)n∈N ∈ XN/(xi, xi+1) ∈ f },
sur lequel agit e´galement le de´calage fˆ . Ici f ⊂ X2 de´signe le graphe me´romorphe de f
dans X2 (adhe´rence du graphe holomorphe). En ge´ne´ral ˜∞f peut eˆtre beaucoup plus grand
que ∞f et conduire a` une entropie infinie, comme sur l’exemple suivant : conside´rons
 : (z,w) ∈ C2 → (w2, z) ∈ C2
et notons f : P2 → P2 son extension me´romorphe a` P2 = C2 ∪ L∞. Il y a exactement
un point d’inde´termination If = {p} ⊂ L∞ sur lequel f contracte la droite L∞. Comme
f (p) = L∞, f contient {p} × L∞ d’ou` ˜∞f contient tous les points de la forme
(p1, p, p2, p, p3, . . . ), avec pi ∈ L∞ arbitraire :
ainsi (˜∞f , fˆ ) contient un de´calage sur un nombre infini de symboles !
Observons qu’ici Nf n’est pas dense dans ˜
∞
f .
Dans la suite nous noterons simplement htop(f ) l’entropie topologique de
l’application f . Voici quelques proprie´te´s e´le´mentaires de cette notion dont nous laissons
la preuve au lecteur.
PROPOSITION 1.3.
(1) Soit Y une varie´te´ ka¨hlerienne compacte, π : X → Y une application holomorphe
surjective et g : Y → Y une application me´romorphe dominante telles que le
diagramme suivant est commutatif :
X
π

f  X
π

Y
g  Y
Alors htop(g) ≤ htop(f ). En particulier l’entropie topologique est invariante par
conjugaison biholomorphe.
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(2) Soit Y une varie´te´ ka¨hlerienne compacte et g : Y → Y une application me´romorphe
dominante. Soit f × g le produit direct de f et g sur la varie´te´ ka¨hlerienne X × Y .
Alors
htop(f × g) = htop(f ) + htop(g).
(3) Pour tout n ∈ N, htop(f n) = nhtop(f ).
La proprie´te´ 1.3(1) ci-dessus est classique en the´orie ergodique : l’entropie d’une
application domine l’entropie de ses facteurs topologiques. Comme nous conside´rons
des applications me´romorphes, il est tentant de vouloir e´tablir une telle proprie´te´ en
supposant simplement π me´romorphe dominante. L’exemple suivant montre que ce n’est
pas possible.
Exemple 1.4. Conside´rons l’endomorphisme polynomial de C2,
 : (z,w) ∈ C2 → (zd,w + 1) ∈ C2,
ou` d est un entier ≥2. Notons f l’extension me´romorphe de  a` P2. Elle s’e´crit en
coordonne´es homoge`nes
f [z : w : t] = [zd : wtd−1 + td : td ],
ou` L∞ := (t = 0) de´signe la droite a` l’infini. On ve´rifie aise´ment que l’ensemble
d’inde´termination If est re´duit au point p = [0 : 1 : 0], et que f contracte la droite
L∞ sur le point fixe attractif q = [1 : 0 : 0]. Comme C2 est totalement invariant par f , on
a ne´cessairement f (p) = L∞. Le graphe infini se de´compose donc en
∞f = (∞f ∩ (C2)N)
⋃
L̂∞,
ou` L̂∞ de´signe l’ensemble des suites xˆ = (xn)n∈N qui sont du type
xn = p pour n ≤ n0 − 1, xn0 ∈ L∞, xn = q pour n ≥ n0 + 1
pour un certain n0 ∈ N ∪ {+∞}. Lorsque n0 = +∞, on obtient la suite constante
pˆ = (p). La suite constante qˆ = (q) concerne le cas n0 = 0. Ces deux suites sont des
points fixes de l’application fˆ : qˆ est un point fixe attractif, tandis que pˆ est un point de
type selle.
La dynamique de f (respectivement fˆ ) est non re´currente dans C2 (respectivement
dans ∞f ∩ (C2)N) : l’orbite de tout point a ∈ C2 converge vers la droite L∞. On en de´duit
que l’ensemble non errant de fˆ se situe dans L̂∞. Mais la dynamique de fˆ sur L̂∞ est
e´galement triviale : l’orbite de tout point xˆ diffe´rent de pˆ converge vers le point fixe qˆ .
L’ensemble non errant de fˆ est donc re´duit aux deux points fixes pˆ et qˆ . On en de´duit
htop(f ) = 0.
On aurait pu par ailleurs conside´rer l’extension g de  a` P1 × P1. On obtient dans ce
cas g = P × h, ou` P : z ∈ P1 → zd ∈ P1 est un endomorphisme holomorphe de la sphe`re
de Riemann d’entropie log d , et h : w ∈ P1 → w + 1 ∈ P1 est un automorphisme de la
sphe`re de Riemann (d’entropie nulle). Ainsi
htop(g) = log d > 0.
Or P2 et P1 ×P1 sont birationnellement e´quivalents. On ne peut donc pas tole´rer de fle`che
π me´romorphe dans l’assertion 1.3(1).
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L’exemple pre´ce´dent montre en particulier que l’entropie topologique n’est pas
invariante par conjugaison bime´romorphe.
2. Degre´s dynamiques
Il est souvent difficile de calculer l’entropie topologique d’une application donne´e. Suivant
Gromov [Gr77] et Friedland [Fr91], nous introduisons a` pre´sent des invariants nume´riques
qui permettent de majorer celle-ci.
De´finition 2.1. Pour 1 ≤ j ≤ k = dimCX, on de´finit le j ie`me degre´ dynamique λj (f ) de
f par
λj (f ) := lim inf
n→+∞
[∫
X\Ifn
(f n)∗ωj ∧ ωk−j
]1/n
.
On ve´rifie aise´ment que λj (f ) ne de´pend pas du choix de la forme de Ka¨hler ω. Nous
renvoyons le lecteur a` [RS97, G03, DS04] pour une liste de proprie´te´s remarquables de
ces degre´s dynamiques. Nous nous contentons ici de rappeler que les degre´s dynamiques
sont des invariants bime´romorphes.
Soit Nf le graphe d’ordre N de f : c’est un sous-ensemble analytique irre´ductible de
dimension k dans XN , de´fini par
Nf := {(x0, . . . , xN−1) ∈ Nf /xi = f i(x), 0 ≤ i ≤ N − 1}.
Notons πi : XN → X la projection sur le ie facteur et ωN := ∑N−1i=0 π∗i ω la forme de
Ka¨hler induite sur XN . Gromov a introduit dans [Gr77] l’invariant
lov(f ) := lim sup
N→+∞
1
N
log
[∫
XN
[Nf ] ∧ ωkN
]
et e´tablit l’estimation suivante, lorsque f est holomorphe :
THE´ORE`ME 2.2. (Gromov)
htop(f ) ≤ lov(f ).
La preuve de Gromov passe sans difficulte´ au cas me´romorphe. Elle repose sur les deux
observations suivantes :
(1) Si F est un ensemble (N, ε)-se´pare´ dans f pour la distance d associe´e a` ω, alors
FN := {(x, f (x), . . . , f N−1(x)) ∈ XN/x ∈ F } est un ensemble (1, ε)-se´pare´ dans
Nf pour la distance dN associe´e a` ωN . Les boules BdN (y, ε/2) sont donc disjointes
pour y ∈ FN , ce qui garantit
F · min
y∈FN
∫
BdN (y,ε/2)
[Nf ] ∧ ωkN ≤
∫
XN
[Nf ] ∧ ωkN .
(2) Le volume d’une boule centre´e en un point y de N est minore´ inde´pendamment
de N et de y. Plus pre´cise´ment il existe C = C(X,ω) > 0 et ε0 > 0 tels que si
0 < ε < ε0 et y ∈ Nf , alors∫
BdN (y,ε/2)
[Nf ] ∧ ωkN ≥ Cε2k.
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C’est l’observation de´sormais classique de Lelong qui permet de de´finir le nombre de
Lelong d’un courant positif ferme´ de bidimension (k, k) (ici le courant d’inte´gration
sur Nf ).
La croissance des volumes des graphes ite´re´s Nf s’estime graˆce aux degre´s
dynamiques. En s’inspirant des travaux de Newhouse [N88], Friedland a montre´ [Fr91]
que
lov(f ) = max
1≤j≤k
log λj (f )
lorsque f est holomorphe. Ce re´sultat est encore vrai dans le cas me´romorphe, mais
ne´cessite des estime´es plus de´licates (voir [RS97, G03, DS04]).
La conjecture de Friedland. Se pose alors la question de minorer l’entropie topologique.
Lorsque f est holomorphe, il re´sulte des travaux de Yomdin [Y87] qu’on a e´galement
la minoration htop(f ) ≥ max1≤j≤k log λj (f ), d’ou` l’e´galite´. Friedland conjecture
dans [Fr91] qu’il en est toujours ainsi pour les endomorphismes rationnels des varie´te´s
projectives. L’exemple 1.3 fournit un contre-exemple particulie`rement simple a` cette
conjecture : on ve´rifie en effet aise´ment que λ1(f ) = λ2(f ) = d , donc
htop(f ) = 0 < lov(f ) = log d.
3. Une conjecture raffine´e
L’exemple 1.3 montre qu’il est vain d’essayer de minorer a` la Yomdin l’entropie
topologique d’une application me´romorphe, a` moins d’avoir un controˆle tre`s pre´cis de
la dynamique pre`s des points d’inde´termination (comme c’est par exemple le cas pour les
applications de He´non complexes [Sm90]). Une alternative fructueuse consiste a` utiliser
le principe variationnel que nous rappelons a` pre´sent.
Soit ν une mesure de probabilite´ dans X telle que ν(f ) = 1. Comme ν ne charge
pas les points d’inde´termination, son image directe f∗ν est bien de´finie et on dira que
ν est invariante lorsque f∗ν = ν. Une telle mesure est ergodique si les ensembles
f -invariants sont soit de ν-mesure nulle, soit de ν-mesure totale (cela fait sens puisque
f est f -invariant). Pour une telle mesure nous de´finissons son entropie me´trique hν(f )
en suivant Brin–Katok [BK83] : pour presque tout x ∈ f ,
hν(f ) = sup
ε>0
lim inf
N→+∞ −
1
N
log ν(BN(x, ε)),
ou` BN(x, ε) = {y ∈ f /dN(x, y) < ε}. Nous renvoyons le lecteur a` [KH95, Ch. 4.3]
pour une de´finition plus classique de cette notion. On obtient une minoration de l’entropie
topologique graˆce au principe suivant.
Principe variationnel.
sup{hν(f )/ν ergodique et ν(f ) = 1} ≤ htop(f ).
La preuve est une conse´quence imme´diate du principe variationnel classique (voir
The´ore`me 4.5.3 dans [KH95]) si on travaille avec le graphe infini : a` toute mesure de
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probabilite´ f -ergodique ν sur f correspond une unique mesure fˆ -ergodique νˆ sur ∞f
dont l’entropie coincide avec celle de ν et est majore´e par htop(fˆ ) =: htop(f ) (voir [R67]).
Observons cependant qu’on ne dispose ainsi que d’une ine´galite´ : une mesure d’entropie
presque maximale dans (∞f , fˆ ) peut eˆtre localise´e au dessus des points d’inde´termination
et ne pas charger f . C’est pre´cise´ment ce qui se passe dans l’exemple qui suit.
Exemple 3.1. Conside´rons l’endomorphisme polynomial de C2
 : (z,w) ∈ C2 → (z[z − w], w + 1) ∈ C2.
Notons f son extension me´romorphe a` P2. Son ensemble d’inde´termination est re´duit aux
deux points p1 = [0 : 1 : 0], p2 = [1 : 1 : 0] qui se situent sur la droite a` l’infini
L∞ = (t = 0). Celle-ci est contracte´e par f sur le point fixe attractif q = [1 : 0 : 0].
L’invariance de C2 montre que f (p1) = f (p2) = L∞, on a donc f = C2.
Il n’y a aucune mesure de probabilite´ invariante dansC2 puisque f n → L∞. On a donc
sup{hν(f )/ν ergodique et ν(f ) = 1} = 0.
Cependant f est d’entropie topologique log 2. En effet (∞f , fˆ ) contient le de´calage
sur les deux symboles {p1, p2}N.
Il est ne´anmoins utile de chercher a` construire une mesure de probabilite´ invariante qui
ne charge pas les points d’inde´termination et soit d’entropie ausi grande que possible : on
re´cupe`re alors une minoration de l’entropie topologique via le principe variationnel. Pour
pouvoir transporter une telle mesure par une application bime´romorphe, il faut que celle-
ci ne charge pas les sous-ensembles analytiques propres. C’est pre´cise´ment le proble`me
dans l’exemple 1.3 : la mesure dθ/2π ⊗ δ∞ est d’entropie maximale pour l’application
g = (zd,w+1) sur P1 ×P1, mais elle est porte´e par la courbe (w = ∞) qui est contracte´e
sur un point lorsque l’on passe au mode`le (f,P2). Nous conjecturons que cela ne se produit
pas lorsque les degre´s dynamiques sont distincts (rappelons que λ1(g) = λ2(g) = d dans
l’exemple 1.3). Plus pre´cise´ment :
CONJECTURE 3.2. Soit f : X → X une application me´romorphe dominante telle que
λl(f ) > maxj =l λj (f ) pour un entier l, 1 ≤ l ≤ k.
Alors il existe une unique mesure de probabilite´ invariante µf qui ne charge pas les
hypersurfaces et ve´rifie
(1) µf est me´langeante, d’entropie maximale
hµf (f ) = htop(f ) = log λl(f ).
(2) µf est hyperbolique. Ces exposants de Lyapunov ve´rifient
χ1 ≥ · · · ≥ χl ≥ 12 log(λl(f )/λl−1(f )) > 0
et
0 > − 12 log(λl(f )/λl+1(f )) ≥ χl+1 ≥ · · · ≥ χk.
(3) Les points pe´riodiques selles de type (k − l, l) s’e´quidistribuent selon µf .
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Les quelques lignes qui suivent se veulent une justification heuristique du caracte`re
canonique de la mesure µf dont la conjecture pre´dit l’existence. Pour simplifier nous nous
restreignons au cas de l’espace projectif complexe X = Pk.
• Russakovskii et Shiffman ont montre´ [RS97], lorsque λl(f ) > λl−1(f ), que les
pre´images des sous-espaces line´aires ge´ne´riques de codimension l dans Pk sont
asymptotiquement e´quidistribue´es. On espe`re qu’elles s’e´quidistribuent selon un
courant positif ferme´ T +l de bidegre´ (l, l) tel que f ∗T
+
l = λl(f )T +l . L’existence
d’un tel courant a e´te´ de´montre´e par Sibony [S99] lorsque l = 1 (sous une hypothe`se
de stabilite´ alge´brique) et par Russakovskii et Shiffman [RS97] lorsque l = k.
• On peut de´montrer un phe´nome`ne analogue d’e´quidistribution des images directes
de sous-espaces line´aires ge´ne´riques de dimension l lorsque λl(f ) > λl+1(f ).
On s’attend e´galement a` ce qu’elles s’e´quidistribuent selon un courant positif ferme´
T −k−l de bidegre´ (k − l, k − l) tel que f∗T −k−l = λl(f )T −k−l . L’existence d’un tel
courant est montre´e dans [G02] lorsque k − l = 1.
• Lorsque λl(f ) > λl−1(f ) et λl(f ) > λl+1(f ), les proprie´te´s de concavite´ des degre´s
dynamiques (voir Proposition 1.2 dans [G03]) assurent alors que λl(f ) domine en
fait tous les autres degre´s dynamiques. La mesure canonique naturelle serait alors
µf := T +l ∧ T −k−l , si tant est que l’on sache donner un sens a` ce produit exte´rieur.
Plusieurs travaux re´cents s’articulent autour de cette question :
• La conjecture est de´montre´e lorsque l = k (voir [BD01, G03, DS04]). Dans ce cas
tous les exposants de Lyapunov sont positifs et les points pe´riodiques a` conside´rer
sont les points re´pulsifs.
• La conjecture est e´galement connue dans le cas des applications de He´non complexes
[BLS93] et des automorphismes des surfaces projectives [Ca01]. Plusieurs
re´sultats partiels ont e´te´ e´tablis pour les applications bime´romorphes des surfaces
ka¨hle´riennes (voir notamment [DF01, BD03, Du04]). Cependant, meˆme le cas
des endomorphismes birationnels (quelconques) du plan projectif complexe P2 est
ouvert.
• Quelques re´sultats partiels ont e´te´ obtenus en dimension plus grande, dans le
cas des automorphismes polynomiaux de Ck (voir [S99, GS02, G04]) et des
automorphismes des varie´te´s ka¨hle´riennes compactes [DS03].
Remerciements. Cette note a largement be´ne´ficie´ d’e´changes dynamiques avec Romain
Dujardin et Charles Favre. Qu’ils en soient chaleureusement remercie´s ici.
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